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Blatt 1 Zur Besprechung in der Übung am 3.11.2015

(1) Sei E ein Banachraum und S : E −→ E ein beschränkter linearer Operator. Zeigen
Sie:

(a) Konvergiert (
∑n

k=0 S
k)n in der Operatornorm, so ist id− S invertierbar und es

gilt

(id− S)−1 =
∞∑
k=0

Sk.

(b) Ein hinreichendes Kriterium für die Konvergenz der Reihe ist

lim sup
n→∞

‖Sn‖
1
n < 1.

(2) Sei g ∈ C([0, 1]). Zeigen Sie, dass es genau ein fg ∈ C([0, 1]) gibt, sodass

f(s)−
∫ 1

0

2stf(t) dt = g(s)

für alle s ∈ [0, 1] gilt. Zeigen Sie, dass die Abbildung g 7→ fg stetig bezüglich ‖ · ‖∞
ist. Berechnen Sie fg für g = sin(π·).
Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 1.

(3) Es sei der Volterra-Integraloperator T : C([0, 1]) −→ C([0, 1]) gegeben durch

Tf(s) =

∫ s

0

f(t) dt, s ∈ [0, 1].

Bestimmen Sie den Spektralradius und das Spektrum von T und zeigen Sie, dass 0
kein Eigenwert von T ist.

(4) Sei E ein Banachraum und A,B : E −→ E beschränkte lineare Operatoren. Zeigen
Sie, dass σ(AB) \ {0} = σ(BA) \ {0} gilt.

Hinweis: Drücken Sie zunächst für |λ| > ‖A‖‖B‖ die Resolvente (λ − BA)−1 durch
(λ−AB)−1 aus (verwenden sie Aufgabe (1)). Zeigen Sie dann, dass dieser Ausdruck
für alle λ ∈ ρ(AB) \ {0} ein Inverses von λ−BA liefert.


