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(1)

Gegeben sei die von f : D(f) = [1,00) — R, t — 1/t erzeugte Rotationsflache
Fy = {(x1,79,23) €ER® | 21 € D(f), 253+ 235 = f(21)* }.

Berechnen Sie die Oberfliche von F; und das eingeschlossene Volumen, d.h. das
Volumen von

K; = {(z1,29,23) €R® | w; € D(f), 25+ 23 < f(21)* }.

(Fiillt man die Fliche mit Farbe, so reicht diese nicht aus um die Oberfliche damit
anzustreichen. Aufern Sie Erstaunen.)

Gegeben ist ein leckerer Donut mit der Parametrisierung

(R+rcos¢)cosb
®:[0,70) x D =R (r,¢,0) — | (R+7rcosg)singd |,
rsin ¢

wobei 0 < 1o < R fest gewahlt und D ein frei wahlbarer achsenparalleler Wiirfel
im R? mit Seitenléinge 27 ist, der (0,0) € R? enthilt. Teilen Sie den Donut in zwei
Teile, indem Sie D auswéhlen und den Parameterbereich [0,ry] x D achsenparallel
halbieren.

a.) Welche Teilungsstrategie erhélt den Weihnachtsfrieden, d.h. fithrt auf Anteile
gleichen Volumens?

b.) Welches ist die ‘unfairste’ Teilungsstrategie?

a.) Seien g, h : R — R stetig. Zeigen Sie, dass das Vektorfeld F' : R? — R? (z,y) —
(9(x),h(y)) ein Gradientenfeld ist.

b.) Sei G : R2\{0} — R, (z,y) — <67ﬁ, efﬁ) Untersuchen Sie, ob das Vektorfeld
G ein Gradientenfeld ist.



(4) Essei F: R3 — R3 (z,y,2) — (0,—2¢*,y?) und fiir § > 0, a € [0, 27| die geschlos-
senene Kurve ;. mit

Yo 1 [0,27] = R?  t s (dcostcosa,dsint,§costsina)

gegeben. Die Kurve 75, beschreibt den Rand K;, einer Kreisscheibe vom Radius o
mit Mittelpunkt im Ursprung, welche um die y-Achse um den Winkel v gedreht ist.

a.) Berechnen Sie rot F.

1
b.) Bestimmen Sie (lsirr(l) 5 | Fdvs und das Supremum des Grenzwertes tiber alle
—0
Winkel a.

c.) Beweisen Sie nun, dass fiir alle stetig differenzierbaren Vektorfelder G, deren
Rotation in der z-2-Ebene liegt, (d.h. (rot G, (0,1,0)T) = 0) gilt

lrot G(0,0,0)| = sup hm—/Gd%a

2
ael0,27] 60 TO

(Hinweis: Tatséchlich gilt so eine Relation fiir alle stetig differenzierbaren Vek-
torfelder - dann wird das Supremum iiber alle Raumrichtungen genommen.)

(5) a.) Sei g : R? — R zweimal stetig differenzierbar und G : (0,00) x [0,27) — R,
(r, @) — g(rcos ¢, rsin¢). Zeigen Sie, dass fir (r,¢) € (0,00) x [0, 27)

0’°G 10G 1 9°G
(Ag)(rcos¢,rsing) = W(T»Gb)*‘ o ——(r,¢) + 728752(7", ) -

Hinweis: Bringen Sie die linke Seite in eine Form, so dass Sie die Kettenregel anwen-
den konnen.
b.) Berechnen Sie zu h : R? — R mit

hz) = { exp (—ﬁ) wenn x # 0,

0 wenn x = 0,

die Funktion Ah auf R?\ {0} mit Hilfe der Darstellung in Polarkoordinaten. Unter-
suchen Sie, ob die Funktion h in 0 zweimal stetig differenzierbar ist und berechnen
Sie gegebenenfalls Ah an der Stelle 0.

c.) Fiir welche z € R? verschwindet Ah(z)?

(6) Welche der folgenden Vektorfelder im R? sind Gradientenfelder? Bestimmen Sie ge-
gebenenfalls ein Potential.

a.) F(x,y,2) = (x+ 2, —y— 2z, x —y).
b) G(Q?,y,Z) = (yZ, Z<x - 23/), y(LC - y))



(7) Gegeben sei fiir h > 0 die von g : D(g) = [0, h] — R, t — 12, erzeugte Rotationsfliche
F, (s.h. Formel Aufgabe (1)).

a.) Berechnen Sie den Flécheninhalt A(h) der Rotationsfliche. Bestimmen Sie den
Grenzwert des Verhiltnisses A(h)/wh* fir h — oo, (wh* ist die Fliche der
Offnung).

b.) Berechnen Sie den Schwerpunkt S(h) der Flidche (bei konstanter Massenvertei-
lung) und den Grenzwert des Verhéltnisses S(h)/h fiir h — 0 und h — 0.
Hinweis: Der Schwerpunkt ist S(h) = (S1(h),0,0) mit

Si(h) = ﬁ/F 21 do(z).

(8) Sei f: N — Nmit f(n+1)> f(f(n)) fiir alle n € N. Dann gilt f(n) =n fir n € N.
Hinweis: Es gilt f(k) > n fir k,n € N mit £ > n. (Warum?)

Wir wiinschen frohe Weihnachten und einen guten Rutsch ins Neue Jahr!



