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(1) (a) Sei U ⊆ R2 offen mit glattem Rand, der durch eine geschlossene stetig differen-
zierbare Kurve γ : [a, b]→ R2 gegeben ist, wobei U links von γ liegt. Sei k : R2 → R2,
k(x, y) = (−y, x). Zeigen Sie, dass der Flächeninhalt F (U) von U gegeben ist durch

F (U) =
1

2

∫
γ

kdγ =
1

2

∫ b

a

〈k(γ(t)), γ̇(t)〉dt.

(b) Deuten Sie die Aussage von (a) geometrisch.

(c) Zeichnen Sie die Zykloide

Φ : R→ R2, t 7→ (t+ cos t, 1 + sin t)

und berechnen Sie die Fläche für eine Periode.

(2) Sei S der Schwartzraum des RN und F : S → S die Fouriertransformation. Für
a ∈ RN definiere (Taf)(x) := f(a + x) und (Maf)(x) := eixaf(x) für f : RN → C
und x ∈ RN . Zeigen Sie für f ∈ S

FTaf = MaFf,

FM−af = TaFf.

(3) (a) Sei p : RN → C ein Polynom. Zeigen Sie, dass pf ∈ S für f ∈ S.
(b) Sei α ∈ NN

0 ein Multiindex. Zeigen Sie, dass ∂αf ∈ S für f ∈ S.

(4) Sei δn : RN → [0,∞) stetig mit
∫
RN δn(x)dx = 1 und supp δn ⊂ (− 1

n
, 1
n
)N , n ∈ N.

Für u ∈ Cc(RN) sei u ∗ δn definiert durch

u ∗ δn(x) =

∫
RN

δn(x− y)u(y)dy.

(a) Zeigen Sie u ∗ δn ∈ Cc(RN), n ≥ 1.

(b) Zeigen Sie, dass die Folge von Funktionen u ∗ δn, n ≥ 1, gleichmäßig gegen u
konvergiert.



Zusatzaufgaben

(Z1) Seien δn : RN → [0,∞), n ≥ 1, wie in Aufgabe 4. Für ein Riemann-integrierbares
f : RN → R sei f ∗ δn wie oben definiert durch

f ∗ δn(x) =

∫
RN

δn(x− y)f(y)dy.

(a) Zeigen Sie, dass f ∗ δn, n ≥ 1, stetig ist.

(b) Zeigen Sie f ∗ δn(x)→ f(x), n→∞, in allen Stetigkeitspunkten x von f .
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